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ESSAI SUR LA GÉOMÉTRIE DES FIGURES IMAGINAIRES. 


— Séance du 26 septembre 1887. — 


.. L’essai que nous soumettons aujourd’hui au jugement des géomè- 
F tres diffère, croyons-nous, de celui de nos devanciers en cette 
matière. . 
_ “Notre représentation des figures imaginaires est nouvelle, et notre 
but peut être résumé ainsi : Æ{ablir la projectivité des formes 
imaginaires. 

Dans ce mémoire, nous ne nous occuperons que des figures situées 
F dans le plan réel. 


I. — RAPPORT ANHARMONIQUE DU QUADRANGLE. 
Nous appellerons rapport anharmonique. d’un quadrangle plan 
. #8yd, dont les sommets sont considérés dans l’ordre «, B, y, à, une 
\ valeur complexe déterminée à la fois par un rapport numérique K, 
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ay, Br : st ie Ve su 
7: ‘63 et une grandeur d'angle À, égale À <<'êuy — << 58y he 
a | Les angles dev et 58 sont affectés de leur ‘ 
signes : ainsi, dans la figure 1, l'angle dey es 
5 positif et Fanglce è6y est négatif. À 
Ne D Nous représenterons par le symbole K; la va 
LA leur du rapport anharmonique du quadranglet à 
aByè, que nous désisnerons encore par («byè). | 
Ainsi l'égalité (2842) — K; exprime que le rap- | 
port anharmonique du quadrangle «Byè à pour valeur K;, K étant 


4 


Fig. 1. 


Le et TX À <Louy — <TÈ6y. K est Le module et À l’ar-. 


a  $ 
gument du rapport anharmonique. 
Il est évident que l’on peut augmenter ou diminuer l'argument 
d’un multiple quelconque de +, sans changer sa valeur. 
Les valeurs de K et À étant d'espèces différentes, deux rapports 
anharmoniques ne seront égaux qu'à la condition d’avoir à la fois 
leurs modules égaux et leurs arguments égaux (à un multiple de 2x L 
près). 
Ainsi l'égalité K; = K'; a pour conséquences K = K' et à =. ü 
Pour que cette généralisation de la définition du rapport anharmo- | + 
nique puisse être admise, il faut et il suffit que la fonction K; exprime : 
la valeur exacte de (48yà) quand les points «, 8, y, à sont on ligne \ 
droite. . 
Or, ce rapport est évidemment égal à + K ou —K suivant que 
Vargument À est égal à Ù ou + x. : 
Nous admettons done que l’on à : j' 


Ki =+K et. K+r:=—K. 


Remarque. — De la relation << uy — << èfy = <X, l'on déduit : 

Bye — << Bu == LR. En effet, la somme des angles dun triangle, 
comptés dans le mème sens de rotation, étant égale à Æ 7, nous $ 
avons : | 
Lu + <L'ayi + <'yie — 
LÉ + y + <<, — 
et en additionnant : 

day + L'opè + LR + <CYÉd + << Boy + <'yèe — O0 où + 2r. 
et simplifiant : \ 


à 
Bay + <'e7f + NB + fie — 0 | . 


Lo d 


+ 
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à 27 près, par conséquent : 


<< Eey — EL bye — < fèe. 
« 
Tuéonème. — La valeur du rapport anharmonique d'uir qua- 
drangle ne change pas quand on pernrule les positions de deux de 
ses sominets, pourvu que les deux autres sommets permulent auss’ 
entre eux. 


Ainsi (a) = (her) = (08) = Eyfe) 


Le théorème revient done à démontrer que lon à : 


x s à s 

CE Bo ou _ Yyu Cu _ ÈB YÉ 
s * ST = — Tr = S 

aÿ  LÈ By uy vo Èb CET 


Puy — By PE — EL Grue — Lu LB — Ko x8 


égalités faciles à véritier. 


IL, — REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE DU POINT IMAGINAIRE. 


Tout point géométrique (f'g. 2) sera considéré comine déterminé 
par deux points, un point origine À et un point terme A’, JUAN un 
rôle différent, que nous distinguerons du point origine 
en traçant un trait au-dessous de sa lettre indicatrice 

Nous représenterons par le symbole AA’. dans P6- À & 
criture, le point géométrique déterminé par les posi- Fig. 2. 
tions des deux points A, A’ qui le définissent. 

“La droite réelle AA’ est la droite support du point AA’; nous 
dirons que le point AA’ est situé sur la droite AA’. : 

Les points géométriques présentent deux états distincts, suivant 
que les positions de leurs couples de points sont séparées où super- 
posées. 

Dans Le premier cas, Ie point géométrique est dit imaginaire; dans 
le second, il devient réel. 

Ainsi le point AA représente le point réel À et, réciproquement, 
le point réel A peut Ôôtre représenté par AA. Le support devient 
indéterminé: é’est unc droite réelle quelconque inenée par A. 

Le point récl est évidemment un €éas particulier du point imagi- 
naire. 


Obserralion. — WW nous semble évident que. sans l'algèbre, on 
n'aurait jamais songé à inventer les points imaginaires, et que tout 
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mode de représentation géométrique du point imaginaire ne peut être 
que la traduction d’un résultat fourni par l'analyse. 

Nous ne chercherons donc pas à justifier par des raisons synthéti- 
ques notre définition du point imaginaire. 


TILL. — POsrrION EXTÉRIEURE DU POINT IMAGINAIRE. 


Considérons dans un plan un point imaginaire AA’ ‘et faisons 
tourner, daus ce plan, le segment AA’, autour du point À d’un 


angle égal à + =, dans le sens adopté pour La géné- 


XI A 


ration des angles positifs; le point A’ viendra occu- 
per la position +, que nous appellerons position 
extérieure du point AA’ par rapport à la droite sup- 
port AA’. _ î 

Cette dénomination rappelle que la position figurée du point imagi- 
naire est en dehors de la droite réelle qui Le renferme. 


Fig. 3. 


Les points réels se confondent évidemment avec leurs positions 


extérieures. 

Dans le plan réel, un point imaginaire peut encore être représenté 
par sa position extéricure « et sa droite support «. 

En effet, du point « abaissons une perpendiculaire &A sur la 
droite a et faisons tourner le segment Ac, autour du pied À de la 


ca 


perpendiculaire, d'un angle égal à — 5? le point « vient se placer en 
A’ sur la droite &, et AA’ représente le point imaginaire qui a pour 


support & et pour position extérieure «. 
IV. — DÉFINITION DES QUATERNES. 
Pour abréger le langage, nous appellerons quaterne de points un 


groupe de quatre points considérés dans un ordre déterminé et situés 
sur une même ligne droite, base du quaterne. 


Un quaterne de droites sera un groupe de quatre droites, considé- : 


ées dans un ordre déterminé et passant par un même point, centre 
du quaterne. 
Avee un groupe de quatre points en ligne droite ou de quatre 


droites passant par un même point..on peut former vingt-quatre qua- 


ternes de points ou de droites. x 
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V. — RAPPORT ANHARMONIQUE D'UN QUATERNE DE POINTS À BASE 
RÉELLE. 


Nous appellerons rapport anharmonique d’un quaterne de points 
AA', BB’, CG. DD’, à base réelle, la valeur du rapport anhar- 


monique du quadrangle qui à pour sommets les positions extérieures 


«, 8, y. à de ces points, par rapport à la droite réelle qui leur sert 
de support commun. 


Ainsi : (AA! BB! CC DD") = (afyè) = Ki . 


K est le module et À l'argument du rapport anharmonique (AA BB’ 
CC DD"). | 


THÉORÈME. — La connutissance de la valeur du rapport anhar- 
monique K; d'un quaterne de points à base réelle (AA' BB' CC DD’) 
et des positions de trois de ses points, détermine complétement, 
sans ambiguilé, le quatrième point. 

Soient &, B, y. 2? les positions extérieures des points AA’, BB’, 
GC, DD". DES 

Le théorème revient à démontrer que le quâdrangle «gyà est 
déterminé lorsqu'on connait trois de ses sommets et la valeur de son 
rapport anharmonique,  (28yè) = Ki. | 

Nous pouvons toujours supposer que le sommet à déterminer est 
le premier «, puisque l’on peut permuter les positions de deux som- 
mets du quadrangle, sans changer la valeur du rapport anharmo- 
nique, pourvu que l’on permute aussi les deux autres. 

a : s 

Or, les relations = Ke CE Te — << + <Ô8y font 
connaitre le rapport des distances du point & aux points y. à etla 
valeur de l'angle êey, en grandeur absolue et en signe. 

Nous savons done construire, par la géométrie élémentaire, la 
position du point &, déterminée sans ambivuité, et, par suite, les 
composantes À, A’ du point cherché AA’. (CG. q. f. d.) 


VE. — LEMME FONDAMENTAL. 

Étant donnés sur deux supports réels a, & (distincts ow con- 
fondus) deux ternes de points AA, BB'. CC et A,A',. B,B',, 
CC 1» si l’on fail correspondre à tout point XX de a un point 
XX", de a par l'égalité: 

(XX' AA" BB’ CC) — (KX,X', A,4’,B,B',CC',) 


er: 


Dome pme 
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de manière que les qualernes formés par les points variables 
XX’, XiX,', respectivement avec les lernes donnés, aient le 
mème rapport anharmonique, quatre points quelconques de & ont 
le même rapport anharinonique que leurs correspondants de di: 

Le théorème revient évidemment à démontrer que les quadrangles 
formés par les positions extérieures des quaternes correspondants 
out le même rapport anharmonique*. 


COROLLATRE, — Quand deux quaternes de points, à bases réèlles, 
ont le ièine rapport anharmonique, si l'on change l'ordre de déter- 
gninalion des points de l’un des quaternes, on obtient un autre 
quaterne dont le rapport anharmonique est égal à celui du nou- 
veau qualerne formé par les points correspondants. 

C'est une conséquence immédiate du lemme fondamental. 


VII. — DÉFINITION DE LA LIGNE DROITE IMAGINAIRE. 


Soient «&,b,e, trois droites réelles fixes passant par un même 
point réel O. 

Traçons une transversale réelle quelconque coupant ces trois droites 
aux trois points" À, B, GC ct construisons sur cette transversale 
un point PP’, déterminé par la relation (PP'ABC) = K;,. Chxr- 
chons le lieu géométrique des points BP?" correspondant à toutes 
les transversales réelles du plan. _ 

Dans le cas particulier où l’argument À est égal à 0 ou +7, 
le rapport anharmonique constant KA est réel, le point PP" est 
toujours réel, et l’on sait que le lieu géométrique de ce point est une 
ligne droite réelle passant par le point ©. 

Dans le cas général, le rapport K; est imaginaire et à toute trans- 
versale réelle, ne passant pas par le point O, correspond toujours 
un point imaginaire que nous savons construire ; quand la transver- 
sale passe par le point O, les quatre points PP’, À, B, C se 
confondent en un seul. _ 

Donc le lieu géométrique du point PP’ se compose d’un point 


réel O et d’une infinité de points imaginaires. 

Ce lieu géométrique jouit de la propriété d’être rencontré par une 
droite réelle quelconque du plan en un seul point, et, en raison de 
cette propriété, nous donnerons à ce lieu le nom de ligne droite ima- 
ginaire. 

* Pour la démonstration, voir, par exemple, Laisant, Thcorie et applica- 
tion des équipollences, $ 141. 


po ge 


di 
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Le point réel d’une droite imaginaire est son point support. 
La droite réelle est évidemment un cas particulier de la droite 
imasginaire. 


THÉORÈME. — Si par le point support O d'une droite imagi- 
naire on mène trois droîles réelles quelconques p. 4,7r, toute 
transversale réelle coupe ces trois droiles réelles et la droite ima- 
ginaire en un qualerne de poinis dont le rapport anharmonique 
est constant. 

D’après notre définition, la Groite imaginaire est déterminée par 
les positions de trois droites réelles 4, b, €, passant par son point 
support O, et la vaicur d'un rapport auharmonique constant K, . 

Traçons deux transversales réelles quelconques et soient DD’, 
A,B,C, P, Q,R et D,D',, 4A,, B,, G, P,, Q, R, les 
points d'intersection de chacune de ces transversales avec la droite 
imaginaire et les droites réelles &,b,c,p,;q,7r. | 

Ona: (D,/D',A,B,C) = (DD'ABC), puisque chacun de ces 
rapports anharmoniques est éval à K;. 

On sait que : 

PilBG) = (PABO, (0,4,B,C,) — (QABC), (R,A,B,G, =(RABC). 

Par conséquent, en vertu du lemine fondamental : 

(D,D',P,Q,R,y) = (DD'POR). (CG. q. f. d.) 
OROLLAIRE, — Par un point réel O etun point imaginaire 
DD' passe une ligne droile el une seule. 

Si le point réel O est sur la droite support DD' du point DD’, 
la aroite réelle 131" passe évidemment par les deux points donnés, 
et il n'existe pas Œantre droite passant par ces deux points, car une 
droite quelconque, réelle ou imaginaire, ne peut être rencontrée 
qu'en un seul point par une droite réelle. 

S le point réel O est en dehors du support DD’, menons par 
ce point trois droites réelles fixes @, b, «, et soient À, B, C 
les points d'intersection de ces droites avec la transversale DD’. 

Foute autre transversale réelle, ne passant pas par O, coupe les 


droites &, b, ce en A,, B,. C,, et si l’on construit sur cette 
transversale le point D,D’,, déterminé par la relation : 


(DiD’,A,BG) = (DD'ABO), 
le lieu géométrique du point D,D', est une droite imaginaire pas- 


sant évidemment par les points donnés O et DD". 
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Et il n'existe pas d’autre droite passant par les points O et DD’: 


en effet, d’après le théorème précédent, toute transversale réelle 
A,B,C, rencontre nécessairement une droite imaginaire, passant 


par les deux points donnés, en un point D,D," tel que le rapport 


anbarmonique (D,D',A,B,C,) soit égal à (DD'ABC), et tout point 
imaginaire est nécessairement situé sur une droite réelle, son support. 

Donc, deux droites imaginaires qui ont le même point support et 
passent par un même point imaginaire ont tous leurs points communs 
et se confondent, ce qui démontre le corollaire. 


VIIE — RapPoRT ANHARMONIQUE D'UX QUATERNE DE DROITES, 
A CENTRE RÉEL. 


THéorÈuE. — Un quaterne de droites imaginaires, à centre réel, 
est coupé par une transtersale réelle en un qualerne de points 
dont le rapport anharmonique est constant. 

Par le centre du quaterne de droites menons trois droites réelles 
par. 

Les quatre droites imaginaires et les trois droites réelles sont cou- 
pées respectivement par deux transversales réclles quelconques aux 
points 


AA’, BB’, GC, DD’, P, Q,R et A,A’,.B,B",.0,0, DD’, P,, Q4, R4. 
Nous avons démontré plus baut que : 
(AA!PQR) = (A,A' P,QRy, (BB'POR) — (B,B', P,Q,R,), 
(CC'POR) — (CC, P,0,R,), (DD PQR) — (D,D’,P,0,R,). 
Donc, en vertu du lemme fondamental : | 


(AA'BB'CC' DD’) — (A,4',BB',CC,D,D’,), 


ce qui démontre le théorème. 

Par définition, nous dirons que Je quaterne de droites détermine 
un rapport anharmonique dont la valeur est égale à celle du rapport 
anharmonique constant du quaterne des points d’intersection de ces 
droites avec ne transversale réelle quelconque. 

Et le théorème pourra être énoncé ainsi : 

Tout quaterne de droîtes, réelles ou imaginaires, à centre réel, 
est coupé par une transtersale réelle quelconque en un quaterne 


de points dont le rapport anharmonique est égal à celui du 


qualerne de droites. 


L 


Le ga ma lu 


L'e 
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IX. — PROPRIÉTÉ DES POSITIONS EXTÉRIEURES DES LOINTS D'UNE 
LIGNE DROITE IMAGINAIRE. 


Le théorème précédent a pour conséquence évidente le suivant : 

Tout quaterne de droites, à centre réel, est coupé par une trans- 
versale réelle quelconque en un quaterne de points dont Les posi- 
tions extérieures 2, 6, +7, à sont les sonunets d’un quadrangle de 
rapport anharnonique constant. Ainsi : 


(a) = Ki == const. 


Supposons Ja droite correspondant à « imaginaire et les trois 
autres réelles : les trois points 8,7,8 sont toujours en ligne droite 
et par conséquent l'angle 22 est nécessairemént égal à O0 où +7. 


Or, Bey = LÀ + Lg 


3 


Done, deux angles quelconques de la suite ôey sont égaux ou 
diftrent de 7, d’où: 


THéoRÈME. — Des posilions extérieures « des points d'une droite 
ünaginaire, on voit sous «des angles Ôx7, égaux ou différant 
de +, les segments ?y, de teurs droites supports, inscrits 
dans un angle five dont le sommet est le point support de la droite 
nayinaire. 


PROBLÈME. — Construire Le point Support S d'une droite passant 
par deux ‘points imaginaires donnés AA, BB', siluds sur des 
troiles réelles différentes. co ne 

Supposons qu'il existe une droite imaginaire passant par ces deux 
Joints. 

Soit O le point d'intersection des droites AA’, BB' (fig. 4.) 

Construisons les posilions extérieures «, 8 des points AA, BB. 


Considérons sur la droite AA’ un point réel quelconque P et 
désignons par P’ le point d’intersection de la droite BB’ avec la 
droite qui passe par le point P et le point Support à construire. 

En vertu du dernier théorème, les angles OP et OSP' sont égaux 
ou différentde Æ 7. 

Par conséquent, si nous menons par le point 8 la droite qui fait 
avec la direction ÉO un angle égal à l'angle OP. cette droite coupe 
le support BB’, correspondant à £, eu un point P' tel que 
Pangle OSP' est égal à l'angle OP ou en diffère de Æ 7. 

Si la direction _&P’ fait avec la direction 6O un angle égal à 
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<TOeP (ou <'O:P +7), la direction opposée à 8P’ fait avec la 
direction $O un angle épalà <O«P +7 (ou << OP). 
| H résulte de ce qui 
précède que le point P’ 
s est déterminé sans am- 
biguité. 

Donc, s’il existe une 
droite imaginaire pas- 
sant par les deux points 
donnés, le point sup- 
port de cette droite est 
situé nécessairement 
sur la droite PP’. 

Considérons un se- 
cond point Q sur AA’ 

- etconstruisons le point 
Q’ de BB’ qui lui cor- 
Fig. 4. respond de la manière 

indiquée. * 

S’ii existe une droite imaginaire passant par les points donnés, le 
point support de cette droite ne peut être que le point d’intersec- 
tion $ des droites PP’. QQ'., ce qui démontre qu'il ne peut exister 
qu'une seule droite passant par ces points. | 

Je dis que la droite SAA’, qui passe par le point réel S et l’un 


des points imaginaires donnés AA’, passe aussi par l’autre BB’. 

Les droites SO, SP, SQ, SAA’ coupant la sécante BB’ aux 
points réels O, P’, À’ et en un point imaginaire dont la position 
extérieure est f'. 

Nous avons démontré. dans le dernier théorème, que l’angle O$'P’ 
est égal à l’angle OP ou en diffère de +7. Or, par construction, 
Vangle OP’ est aussi égal à Pangle O4P on en diffère de H7. Par 
conséquent, les angles OfS'P' et OSP sont égaux ou différent de Hz. 

Il résulte de là que le point $’ est situé sur la circonférence O8P". 
On démontrerait de même que le point 8 est situé sur la circonfé- 
rence O£Q". 

Donc, le point f$’ se confond avec le point 8 et la droite SAA' 
passe par le point BP’. 


Le problème est donc résolu, et nous avons démontré, en outre, 


* Une troisième point R de OA donnerait une droite RR’ passant par le 
même point S. 
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# que par deux points imaginaires, situés sur des supports différents, 
passe toujours une ligne droite imaginaire et une seule. Plus généra- 
lement : 


THÉORÈME. — Par deux points quelconques, réels ou imaginaires, 
situés dans un mème plan réel, passe toujours une ligne droite, 
réelle ou imaginaire, et une seule. 

Dans le problème précédent, nous avons supposé que les positions 
« et $ étaient séparées. 

Examinons le cas particulier où ces deux points sont superposés. 

On voit très aisément que le point support se confond alors avec 

se les points « et #. Donc: 


= THÉORÈME. — Si Les positions extérieures de deux points d'une 
| droile imaginaire sont superposées, les positions extérieures de 
tous les points de la droite se confondent avec le point support. 
Cette droite imaginaire remarquable est l’une des deux droites 
: isotropes qui passent par le point CR Nous lappellerons droite 
isotrope positire. 


Remarque. — On démontre facilement que les positions exté- 
+ rieures de tous les points d’une droite imaginaire sont toujours 
situées, par rapport à leurs droites supports, du même côté que le 
point support de la droite imaginaire, ou toujours du côté opposé. 
La droite imaginaire est dite positive dans le premier cas et néga- 


tive dans le second. , 


. THÉORÈME. — Trois droites fixes, passant par un même point 
réel O, sont coupées par une lransveïrsaie réelle quelconque en 
trois points dont les positions extérieures u,;78B, y forment avec le 
point O un quadrangle «&,O de rapport anharmonique constant. 

En effet, le point O est la position extérieure du point d’inter- 
section de a transversale avec une quatrième droite fixe passant par 
le point O. la droite isotrope positive correspondant à ce point. 


e : Remarque. — Supposons les.trois droites fixes réelles, et soit O0” 
le point symétrique de O par rapport à la transversale. 

I est évident que si (Oe8,) = K;, le rapport anharmonique 
de (0'e8y) est égal à K _; et par conséquent constant. 

Done, les points O’ sont, par rapport aux transversales correspon- 
dantes, les représentations extérieures des points d’une même droite 
imaginaire. 

Cette droite est la droite isotrope négative. 


: PROBLÈME. — Étant données une droite imaginaire et la position 
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extérieure a d'un point imaginaire de celte droite, construire la 

droite support AA! correspondant à ce point (fig. 5). 
Appelons $ le point réel de la droite imaginaire donnée et P,'Q les 
points d’intersection de la droite support cher- 


à chée AA’ avec la droite Sx et une autre droite 
— réelle fixe passant par le point $. 
( Le théorème précédent permet de détermi- 
DA 4 ner la valeur K; du rapport anharmonique 
PS). 
Fig. 5. Bale) 


L’angle SQP étant égal à ZX + << S4P, 
par conséquent à À ou ÀH7., on connaît la direction de la droite 
QP qui fait avec la droite fixe QS des angles égaux à X et À+7, 
et par suite la grandeur exacte de l’angle SQP. toujours égale à l’un 
des deux angles À ou À H7r et au même, et la valeur GC du rapport 
QP | 
OS : 

On déduit de là la grandeur exacte de l'angle SeP, nulle ou égale 


\ 


| C .P 
à x, et la valeur K du rapport > 


Le point P est done déterminé sans ambiguité, ainsi que le 
point Q, et le problème est résolu. | 
THÉORÈME. — Quand les côtés BG, CA, AB d'un triangle réel 
ABC sont coupés par une droite imaginaire en des points dont les 
positions extérieures correspondantes sont «,6,y on a les rela- 
tions suivantes : ” 


aB 8G yÀ : : 
— ee 3aC 8 / AyB = 0. 
HAS 1 et << BaG + << CBA + << 'Ay 


Appelons $ le point support de la transversale imaginaire et D le 
point d’intersection des droites SC et AB. 
En vertu du dernier théorème, les couples de quadrangles «SCB, 
SDB et BSAC, ySAD ont le même rapport anharmonique, par con- 
- séquent : 1 


4, SC D, SD 
4B°SB  yB'SB’ 
BA SA YA SA 


gG ° SG — ;D° SD”? 


< Be — < BSC = < ByD — < BSD, 


< CHA — < CSA — < DyA — < DSA, 


d’où l’on déduit : 


B £C yA 


dpi 


+5 


Qu: 
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et LT BaG + <L'OBA — << BSA = <L'ByA — <Z BSA 
ou << BaC + CSA + << AyB = 0 (CG. q. f. d.) 
THÉORÈME. — Les droites menées d'un mème point imagi- 


naire DD' aux trois sommets À, B, C d'un triangle réel, ren- 
conlrent les cotés opposés en trois points dont les posilions exté- 
rieures oo, 8, y sont liées au triangle ABC par les relations : 


: 


\ 


EDP. 
AP AO An ct RC +<CHAH SL AÏBTET. 


a BAT yB 
Gonstruisons la position extérieure à du point DD’ et soient 
A’, B', C’ les points d’intersection de la transversale pp; avec les 


côtés BC, CA. AB du triangle ABC. 
Les couples de quadrangles : 


aA' CB, 3A'B'C';  BB'ACG, 3B'C'A';  yC'BA, GC'A'B 


correspondent à des couples de quaternes de points, formés par les 
sections d'un couple de transversales réelles avec un même quaterne 
de droites, à centre réel. 

Par conséquent ces couples de quadrangles ont le même rapport 
anharmonique, et l’on a : 
a. A'C _ èB'" AB 
ii, Be — << BAG <C'iB —<LC'A'B, 
D AID A AU ee = . 
BA DB'A  àC B'C 
D CBA — <CB'A << A/3C — << A'B'C' 
BC BG AT Hart SSP = Sodie 
YB. CB A C! 


RE, <AB—<ACB—<BA —<H CA’, 
yA HE &B C'B' se AB ER AC B <T < 


[72 


d'où l'on déduit d'abord : 


e EG yA_ AB BC CA 
eG 84 ÿB AC BA CB — 


On voit aisément que les trois angles BA/G, CB'A, AC'B sont 
nuls, où bien qu'un seul est nul et les autres égaux à 7, par con- 
séquent la somme de ces angles est égale à 0. La somme des angles 
CB’, A'6C/, B'ÈA’ est évidemment égale à 0. | 

Doté la relation entre les angles devient : 


T Bal + <CRA << AYB = <B'A'C +H<LCB'A + <A'CB'TLEF 


et le théorème est entièrement démontré. 


NT te 
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PROBLÈME. — Construire le point d'intersection de deux droites 
imaginaires. 

Soient SAA' et S'BB' les deux droites données (fig. 6) et «, 8 les 
positions extérieures des points AA’, BB’. 

Appelons R, R' les points d’intersection des droites AA' et BB’ 
avec la droite SS”. 

Parle point « menons deux droites réelles faisant la direction 4R 


deux angles quelconques à et », etsoient EL et M les points d’inter- 
section de ces droites avec AA’. 

Par le point 8 menons deux droites réelles faisant avec la direc- 
tion #R’ des angles respectivement égaux à À et u, et soient L’', M’ 
leurs points d’intersection avec BB. 

Les deux quadrangles “RLM et éR'L'M' ont le même rapport 
anharmonique. 

Par conséquent les deux quaternes de points AA'RLM êt BB'R'L'M' 
ont aussi le même rapport anharmonique. L : : 

Désignons par L”, M" les points d’intersection des couples de 
droites SL,S'L' et SM.S'M', et soit R” le point d'intersection 
des droites L’M” et &S. 

La droite SAA' coupe LM” en un point hnaginaire DE déter- 


miné par la relation : 
(DER"L'M") — (AA'RLM). 
Si D'E’ est le point d’intersection des droites S'BB' et L'M", on 


à aussi : 
(D'E'R'L7M") Æ (BB'R'L'M’). 


Mais (AA'RLM) = (BB'R'L'M'), par conséquent. (DER"L"M") 
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= (D'E'R"L"M"”) et les points DE, D’'E' se confondent en un 
seul. _ à 
Donc le problème est résolu, et l’on peut énoncer le théorème sui- 
vant : | 
THÉORÈME. — Deux droites quelconques, réelles ou tinaginaires, 
siluées dans un mème plan réel, se rencontrent toujours en un 
point et un seul. | 


X. — RaPpoRrT ANHARMONIQUE D'UN QUATERNE DE DROITES, A CENTRE 
IMAGINAIRE. 


THÉORÈME. — Un quaterne de droites, à centre imaginaire O0", 


est coupé par une transtersale réelle quelconque en un quaterne 
de points dont le rapport anharmonique est constant. 


Soient ML, MN deux transversales réelles quelconques reneon- 
trant la droite OO’ aux points L et N. 

Les droites du quaterne sont coupées par les deux côtés LM, MN 
du triangle LMN suivant deux quaternes de points dont les positions 
extérieures sont «,8,7, 3, et «',8,7y,2. 

Le théorème revient évidemment à démontrer que l’on à : 


(aByè) = (e/'y"2) 
Construisons la position extérieure w du point O0’. 


Chacun des triples de points &,«/,w et 6,6, figurant les 


positions extérieures des points d’intersection d’une même droite 
imaginaire avec les côtés LM, MN, NL dutriangle LMN, ona: 


ul M oN 
M eN oL 
BL  &M oN 
B&M EN oL 


dl; << LoM + <MuN + <NoL—=o0, 


1,  <L8M + <MBN + < NoL —0, 


De ces égalités l’on déduit : 
T8L «LL EN &'N 
BM'eM SM M 
où (BeLM) = (B'« NM) 


et MEL —< Mel — << MBN — << Me N 


On démontrerait de même que : 
(yaLM) = (y'& NM) et (eLM) = (8'« NM). 
Donc, en vertu du lemme fondamental : 


(aByè) — (28/73) — const. (G. q. f. d.) 


| 


: 
j 


Ed De DS de, RE edit 
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Par définition, nous dirons que ce rapport anharmonique constant 
est le rapport anharmonique du quaterne de droites. 
Et le théorème peut être énoncé ainsi : 


Un quaterne de droites, à centre imaginaire, est coupé par une 
transtrersale réelle quelconque en un qualerne de points dont le 
rapport anharmonique est égal à celui du qualerne de droites. 


PROBLÈME. — Connaissant le rapport anharimonique d'un qua- 
terne quelconque de droites et les positions de trois de ses droites, 
construire la quatrièine. 

Une transversale réelle quelconque coupe le quaterne de droites en 
un quaterne de points dont on connaît [e rapport anharmonique et 
les positions de trois de ses points. 

On sait done construire le point d’intersection de la quatrième 
droite avec une transversale réelle quelconque. 


XI. — Rapporr ANHARMONIQUE D'UN QUATERNE DE POINTS, A BASE 
IMAGINAIRE. 


THÉORÈME. — Si par quatre points, situés sur une mème ligne 
droite imaginaire, on mène quatre droites passant par un mème 
point, réel ou imaginaire, le rapport anharmonique de ce quaterne 
de droites est constant. 

Soient AA’, BB’, CC, DD’ quatre points situés sur une droite 
imaginaire dont le point support est N. 

Nous représenterons par le symbole OO’(AA’BB'CC'DD") le 
quaterne formé par quatre droites issues du centre OO’ et passant 


respectivement par les points AA’, BB’, CC'. DD’. 


Commençons par démontrer que. si P et P' sont deux points 
réels quelconques, les deux quaternes de droites P(AA'BB'CG'DD') 
et P'(AA’BB'CC'DD') ont le mème rapport anharmonique. 

Considérons le triangle réel SPP’. 

Désignons par «, 8, y, à les positions extérieures des points 
d'intersection des droites du quaterne P(AA'BB'CC'DD') avec le 
côté SP’ et par c. $", +", 2 les positions extérieures des points 
d'intersection des droites du quaterne P'(AA’ BB" GC DD’) avec 
le côté SP. 

On voit que le théorème est ramené à démontrer que l’on à : 


(agyè) — (a'#y"2") 


ŒS 


# 
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puisque ces rapports anharmoniques sont respectivement évaux à 
ceux des quaternes de droites 

P(AA' BB’ CC DD’) cf P'(AA’ BB'CC DD"). 


Construisons la position extérieure + du point d'intersection EE’ 
de la droite imaginaire, base du quaterne donné, avec le troisième 
côté PP’. 

Les droites SAA’., PAA’'. P'AA', menées des sommets $S, P, P’ 


du triangle SPP’ au mêine point AA’, rencontrent respective- 
ment les côtés opposés en trois points dont les positions extérieures 


e, a, « Satisfont aux relations : 


aPT uw P <P' : 
: — - SuP' — sx P — eP' Hz. 
SE P et << S«P <T Su! P << PP! + 


On a de même : 


BP’ &P  <p 
BS  &S — :P 


GE SEP EE SAR = PP ES 


D'où l’on déduit : 


aP' BP _«P  gP 
as EST US GS 


et Sal! — <SGP' = <LSP —<Sf'P 


ou (a«BP'S) = (4/8'PS). 
On démontrerait de même que l’on a : 
(ayP'S)— («y PS) et (aP'S) — (x 2 PS). 
Donc. en vertu du lemme fondamental : 
(apè) = (e'6'7"à") ; 


ce qui démontre que tous les quaternes lle droites, à centre réel, 
qui projettent un mème quaterne de points, à base 1maginaire, ont 
le mème rapport anharmonique.- 


Soient OO’ un point imaginaire quelconque et P un point réel 
pris arbitrairement sur la droite OO”. 

Nous allons démontrer maintenant que les deux quaternes de 
droites OO’(AA' BB'CC'DD') et P(AA' BB" CC’ DD") ont le même 
rapport anharmonique. 

Parle point S, support de la base du quaterne donné, menons 


une transversale réelle quelconque rencontrant en Q la droite 
OO0’'P. 
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Soient », B, y, à et «', £’, y’, à’ les positions extérieures des 
points d’intersection de la transversale SQ avec les droites des 
quaternes OO'(AA'BB'CC'DD') et P(AA'BB'CC' DD’). 


Le théorème est ramené à démontrer que : 
(a2y8) = («'B'y'à). 


Construisons le point d’intersection EE’ de Ia droite PQOO' 
avec la base du quaterne donné. ” 

Considérons le quaterne de points OO'’PQEE’, à base réelle. 

Les deux quaternes de droites dl d 


AA'(OO'PQRE") et  BB'(O0'PQEE’) 


ont le même rapport anharmonique que (OO'PQEE") et par con- 


séquent sont coupés par la transversale réelle SQ suivant des qua- 
ternes de points dont les positions extérieures 


«,«, Q,S et 8,#,0Q,S 


sont les sommets de deux quadrangles qui ont le même rapport 
anharmonique. 

Il résulte de làque : (au QS) — (88 QS), par conséquent : 
«9:40 1607.80 


ae _ O—— _-g$ 
= © 18 4 è S et F0 <SaQ = <S8Q — << SF'Q 


Lé 
d'où l’on déduit : 

«0 _#Q , fQ 
as ES GS B'S 
ou - (uiQS) = (2'B'QS). 


et LSaQ — LSEQ = LS Q — << 58 Q 


On démontrerait de même que l’on a 
(eyQS) Z (ay QS) et (2QS) — (42 QS). 
Done : (ab) = (apr 8) 


On déduit de là que fout quaterne de droites, à centre imagt- 
naîre O0", qui projette un quaterne de points, à base imagt- 
naîre, à le même rapport anharmonique qu'un quaterne de 
droites, à centre réel P, qui projette le mème quaterne de points. 

Or, nous avons démontré que tous les quaternes de droites, à 
centre réel, qui projettent un même quaterne de points, à base ifna- 
ginaire, ont le même rapport anharmonique. 

Donc, tous les quaternes de droites qui projettent un même qua- 


4 
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terne de points, à base imaginaire, ont le même rapport anharmo- 
nique. , 

Nous dirons, par définition, que la valeur de ce rapport anhar- 
monique est celle du quaterne de points. ° 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


Tous les quaternes de droîles, à centre réel ou imaginaire, qui 
projettent un seul et méme quaterne de points, à base imaginaire, 
ont le mème rapport añnharmonique que le quaterne de points. 


PROBLÈME. — Connaissant le rapport anharmonique d'un qua- 
lerne de points, à base tinaginaire, el trois de Ses points, cons- 
truire le quatrième. 

D'un point quelconque, comme centre, projetons le quaterne de 
points donnés. : 

Nous obtiendrons un quaterne de droites dont on connaît le rap- 
port anharmonique et trois de ses éléments, par suite le quatrième. 

Le point à construire cest done l'intersection de cette quatrième 
droite avec la droite imaginaire, base du quaterne des points donnés. 


XIL — FORMES PERSPECTIVES. 


On appelle perspectifs : 

1e Une ponctuelle et un faisceau de droites, quand chaque élément 
de la ponctuelle est situé sur l'élément correspondant du faisceau ; 

Re Deux ponctuelles, quand elles sont les sections d’un seul et 
même faisceau de droites ; 

80 Deux faisceaux de droites, quand ils projettent une seule et 
même ponctuelle. 

Les ponctuelles et les faisceaux de droites sont les formes fonda- 
mentales élémentaires du plan. 

Toutes les propriétés démontrées, concernant les relations entre les 
quaternes, peuvent être résumées dans le théorème suivant : 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — Deux quaternes perspeclifs quelcon- 
ques ont le mème rapport anharmonique. 


XIIL. -— FORMES PROJECTIVES. 


Deux formes fondamentales sont dites projectives quand elles sont 
rapportées l’une à l’autre de telle manière qu’un quaterne d'éléments 
de l’une ait le même rapport anharmonique que le quaterne formé par 
les éléments correspondants de l’autre. 
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Le mode de construction et la possibilité de ponctuelles projectives, 
et, par suite. de formes fondamentales élémenfaires projectives, 
résultent directement du lemme fondamental. 

Il est évident que deux formes fondamentales élémentaires pers- 
pectives sont aussi projectives. 

Nous avons démontré qu'un quaterne quelconque est déterminé, 
dans tous les cas. lorsqu'on donne la valeur de son rapport anharmo- 
monique etles positions de trois de ses éléments. Done : 


THÉORÈME. — Si deu.r fornes fondamentales élésientaires sont 
projectives el ont trois éléments correspondants Coins, elles ont 
tous leurs éléments Correspondants connmuns, el par suite sont 
identiques. 

COROLLAIRE. — Si deu.r faisceaux projectifs de rayons S5". Si ; 
situés dans un ème plan réel, mais non cConcentriques, ont comme 
éléinent correspondant commun le rayon SS'S,S", qui joint leurs 
centres, Us Sont les projections d'une seule el ième ponctuelle, et 


par suile Sont perspectifs. 
En effet. joignons par une droite AA’BB’ les points AA" et BB, 


où deux ravons queleonques du faisceau SS' rencontrent les rayons 
qui leur correspondent respectivement dans le faisceau K,S',, les 
deux ponctuelles, suivant lesquelles la droite AA'BB" coupe les fais- 
ceaux SS’ et S,sf,, sont identiques parce qu’elles sont projectives et 
ont trois points correspondants communs, les points AA’, BB" ct le 


point d'intersection des droites AA’ BB et SS'S,S",. 


On démontrerait de mème que si deux ponctuelles projectites ont 
an point honologire commun, ces deuir ponctuelles sont en pers- 
pectire. 

Ouservation. — T est hnportant de remarquer que. dans les 
démonstrations de cette nature. basées sur le théorème fondamental, 
on peut supposer fous les éléments considérés comme étant réels, sans 
nuire à la rigueur des raisonnements. 


NIV. — (ÉXÉRALISATION DE LA DÉFINITION DE LA CONIQUE 
ET DU FAISCEAU DE RAYONS DU SECOND ORDRE. 


Dans le plan réel, j'appelle conique le lieu géométrique des points 
d'intersection des rayons homologues de deinr faistecans prajectifs 
de rayons, qui ne sont ni concentriques niperspecÜs. 
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Cette conique est rencontrée par une droite quelconque, réelle ou 
imaginaire, en deux points, est déterminée par einq points, dont trois 
ne sont pas en ligne droite, enfin possède les propriétés fondamen- 
tales démontrées pour la conique ordinaire. 

Je me contenterai d’énoncer le théorème suivant : 


La polaire d'un point quelconque, réel où imaginaire, par rTap- 
port à une conique, est une ligne droile, réelle ou imaginaire. 

Soit PP’ un point fixe, non situé sur la conique. 

Parle point PP’ menons une droite variable, réelle ou imaginaire 
(si le point fixe est imaginaire, on ne peut mener qu’une seule droile 
réelle, PP’) 

Cette droite coupe la conique en deux points AA’, BB’, que 


notre méthode permet de construire. 
Considérons sur cette droite le point QQ’ déterminé par la relation : 


(OCPPAA' BB) Ti 1; 


Cest le lieu géométrique des points QQ’ que j'appelle la polaire du 
point PP’. 

Dans le cas particulier de la conique ordinaire, la polaire d’un point 
imaginaire est toujours une ligne droite imaginaire. 

La loi de dualité s'applique donc aux figures imaginaires. 


Dans le plan réel, nous appellerons faisceau de rayons du second 
ordre l'enseinble de toutes les droites qui joignent les points homo- 
logues .de deux ponctuelles quelconques projectives, mais qui ne 
sont ni sur la même droite, réelle ou imaginaire, ni perspectives. 


Le théorème suivant, facile à démontrer par notre méthode, est très 
utile dans la géométrie des figures imaginaires de l’espace. 


Un faisceau de rayons du second ordre est coupé par deux 
quelconques de ses rayons Suitcant deux poncluelles projectives ; 
les points correspondunts de ces ponctuelles sont ceux qui sont 
silués Sur un mème rayon du faisceau. 
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